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Задача нахождения периода

Входные данные

Функция f : {0, 1}n → {0, 1}n

Гарантируется

Существует такое s ∈ {0, 1}n, что ∀x , y ∈ {0, 1}n:

f (x) = f (y) ⇐⇒ x ⊕ y ∈ {0n, s}.

Найти

Период s
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Что такое s?

s = 0n

функция — перестановка;

f (x) = f (y) ⇐⇒ x = y ;
отображает различные входные значения в различные
выходные («one-to-one»);
или: для каждого выходного значения существует
единственное входное.

s 6= 0n

функция периодична с периодом s: f (x) = f (x ⊕ s);
для каждого выходного значения существует два входных
(«two-to-one»).
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Доказательство

|Ψ1〉 =
1√
2n

2n−1∑
x=0

(
|x〉 ⊗ |0n〉

)

|Ψ2〉 =
1√
2n

2n−1∑
x=0

(
|x〉 ⊗ |f (x)〉

)

|Ψ3〉 =
1√
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2n−1∑
x=0

( 1√
2n

2n−1∑
y=0

(−1)x ·y |y〉
)
⊗ |f (x)〉,
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Случай s = 0n

перед измерением:

|Ψ3〉 =
1
2n

2n−1∑
y=0

(
|y〉 ⊗

2n−1∑
x=0

(−1)x ·y |f (x)〉
)

;

вероятность измерить y :

py =
1
2n

∣∣∣ 2n−1∑
x=0

(−1)x ·y |f (x)〉
∣∣∣2 =

1
2n

∣∣∣ 2n−1∑
x=0

(−1)x ·y |x〉
∣∣∣2 =

1
2n

,

функция f — перестановка, поэтому f ({0, 1}n) = {0, 1}n;
получаем произвольную y ∈ {0, 1}n с py = 2−n.
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Случай s 6= 0n - варианты

вероятность измерить y :

py =
1
2n

∣∣∣∑
z∈A

(
(−1)x1·y + (−1)x2·y

)
|z〉
∣∣∣2.

коэффициент при |z〉:

. . . = (−1)x1·y + (−1)(x1⊕s)·y = (−1)x1·y (1 + (−1)s·y ).

Варианты

если s · y = 1, то py = 0
если s · y = 0, то py = 1

2n−1

Получаем только такие y , что y · s = 0.
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Классический пост-процессинг

Запустим n раз.

Получим строки y1, . . . , yn.
Составим систему уравнений yj · s = 0,
где s - вектор неизвестных.
Решаем её:

система неразрешима — s = 0n,
решение s 6= 0n (с вероятностью > 1/4 — единственное).

Пост-процессинг за полиномиальное время.
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Значение

квантовый алгоритм экспоненциально быстрее:

O(n) запросов вместо Ω(
√

2n);
можно модифицировать для функций с «примерным»
периодом;
применение пост-процессинга.
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